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Motto: "Jesli bedziecie meczy¢ dane dostatecznie dlugo, to sie przyznajg.”

DEFINICJA EKONOMETRII

Ekonometria — nauka zajmujgca si¢ ustalaniem za pomocg metod statystycznych
konkretnych, ilosciowych prawidtowosci zachodzacych w  zyciu
gospodarczym. (O. Lange)

Ekonometria to zastosowanie metod statystyki matematycznej do analizy danych
ekonomicznych.

RYS HISTORYCZNY

Na rozwo0j ekonometrii wptyw miaty:
¢ wzrastajaca dostgpnos¢ danych ekonomicznych (sprawozdawczo$¢)

¢ wyrazana przez ekonomistow potrzeba metodycznej i $cistej analizy danych

¢ rozw(j statystyki matematycznej (czasy Gaussa), szczegdlnie intensywny od lat 20-tych
XX w.

Za prekursora ekonometrii mozna uwaza¢ Wiliama Petty, tworce arytmetyki politycznej
(XVII w). Za blizszego prekursora mozna uwaza¢ Engla (XIX w), prowadzacego studia
empiryczne nad wydatkami gospodarstw domowych — sformutowat on prawa, zwane dzisiaj
prawami Engla: w miare wzrostu dochodow, udzial wydatkéow na Zywnos¢ w wydatkach
ogolem maleje.

Pierwsze badania ekonometryczne w obecnym rozumieniu tego terminu prowadzone byty
od I wojny $wiatowej. Obejmowaly one najpierw:
¢ badanie cyklu koniunkturalnego (barometr Harvardzki: stosunkowo prymitywne metody
badan, za pomocg ktorych nie przewidziano kryzysu w 1929 r.)

¢ analiz¢ popytu konsumpcyjnego, a od lat 20-tych analize procesu produkcyjnego (Cobb,
Douglas)

¢ a od lat 30-tych modelowanie gospodarki narodowej, jako cato$ci (Tinbergen), m.in. pod
wplywem prac Keynes'a.

Nazwa ekonometria zostala wprowadzona w 1926 r. przez ekonomiste 1 statystyka
norweski ego Ragnara Frischa, pdZniejszego laureata Nagrody Nobla. Byl on pierwszym
wydawcg czasopisma Econometrica, ukazujacego si¢ od 1933 r. Pismo to byto periodykiem
naukowym Towarzystwa Ekonometrycznego (Econometric Society), zatlozonego w 1932 r.
Termin ekonometria ten byt wzorowany na wyrazie biometria, ktory pojawit si¢ w koncu XIX
w. 1 stuzyl do okreslania tej dziedziny badan biologicznych, ktora postuguje si¢ metodami
statystycznymi. Z biegiem czasu biometria rozwingta si¢ w samodzielng nauke.

Od II wojny $wiatowej datuje si¢ ogromny rozwoj ekonometrii i postgpujaca za tym
specjalizacja. Szczegolnie nalezy zwrdci¢ uwage na opracowanie teorii modeli o rOwnaniach
wspotzaleznych (simultaneous equations) 1 zastosowanie jej do opisu gospodarek
narodowych USA i1 Wielkiej Brytanii na przetomie lat 40- i 50-tych. Teoria ta jest juz
swoistym wytworem ekonometrii, nie majagcym odpowiednika w takich dziedzinach, jak:
biometria, psychometria, czy technometria.
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PRZEDMIOT | METODA EKONOMETRII

Ekonometria rozpada si¢ na dwie sfery:
¢ teoria ekonometrii
¢ ckonometria stosowana

Teoria ekonometrii, to adaptacja i rozwini¢cie metod statystyki matematycznej pod katem
analizy danych ekonomicznych. Moze by¢ wigc ona traktowana jako wyspecjalizowana gatgz
statystyki matematycznej.

Ekonometria stosowana, to analiza konkretnych danych empirycznych. Moze by¢
traktowana jako dyscyplina ekonomiczna.

Migdzy obiema sferami zachodza sprzezenia zwrotne: zastosowania stymulujg rozwoj
metod, a rozwo6j metod umozliwia coraz szersze zastosowania i wnikliwsza analiz¢ danych.

W warstwie metodologicznej wystepuje duzy zwigzek ekonometrii ze statystykg i
matematyka, a w warstwie opisujacej z ekonomia i ekonomikami.

Obserwuje si¢ tez silny zwigzek ekonometrii z rozwojem elektronicznej techniki
obliczeniowej: uprawianie ekonometrii mozliwe jest wylacznie przy zastosowaniu maszyn
cyfrowych i techniki komputerowe;.

Podstawowym narzedziem i przedmiotem badania jest model ekonometryczny.

Model ekonometryczny, to réwnanie stochastyczne, lub uktad rownan stochastycznych
przedstawiajacych zaleznosci miedzy zmiennymi (wielko$ciami) ekonomicznymi (a niekiedy
tez pewnymi zmiennymi pozackonomicznymi; np. demograficznymi).

EKONOMETRIA A EKONOMIA MATEMATYCZNA

Ekonometria r6zni si¢ od teorii ekonomii matematycznej tym, ze stara si¢ ujaé
statystycznie, za pomoca konkretnych zwigzkoéw iloSciowych, te prawidlowosci, ktorymi
teoria ekonomii zajmuje si¢ w sposob ogolny 1 schematyczny. Laczy ze sobg teori¢ ekonomii
oraz statystyke matematyczng istara si¢ za pomoca metod statystyczno-matematycznych
nada¢ konkretny ilosciowy wyraz og6lnym, schematycznym prawidlowosciom ustalonym
przez teori¢ ekonomii — ekonometria konkretyzuje wigc pewne prawidlowosci ekonomiczno-
teoretyczne.

Ekonometria jest z jednej strony kontynuacja ekonomii matematycznej, a z drugiej strony
pewnego rodzaju protestem przeciwko zbyt apriorycznemu charakterowi dociekan
matematycznych ekonomistow.

Ekonometria podchwycila zasadnicza mys$l ekonomii matematycznej o potrzebie
przedstawiania zachowan obiektéw ekonomicznych za pomocg jezyka matematyki. Za cel
gléwny postawila sobie jednak wykrywanie powigzan miedzy zmiennymi charakteryzujgcymi
obiekty na podstawie badan empirycznych.

Ekonometria jednak w duzej mierze oderwata si¢ od ekonomii matematycznej i sama
stawia hipotezy o powiazaniach migdzy zmiennymi oraz weryfikuje je bez odwolywania si¢
do modeli ekonomii matematycznej.

Czesto dogodniejsze dla ekonometryka jest tez rozpatrywanie innych uktadow zmiennych

(niz to czyni ekonomista matematyczny), gdyz musi si¢ on troszczy¢ o to, by o wartosciach
badanych zmiennych mozna bylo uzyska¢ wiarygodne informacje statystyczne.
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Punktem wyjscia w postepowaniu badawczym ekonometryka jest zastosowanie teorii
regresji do analizy powigzan migedzy zmiennymi charakteryzujacymi obiekty ekonomiczne.

Aczkolwiek ekonometria tylko pyta o to, jakie powigzania ujawniaja si¢ w $wietle
informacji statystycznej, to jednak nie nalezy z tego wycigga¢ wniosku, ze ekonometria jest
pozbawiona wszelkich apriorycznych zatozen. Wspolczesny ekonometryk zaklada z reguty
pewien probabilistyczny (stochastyczny) mechanizm powstawania wynikoOw obserwacji
zmiennych bezposrednio nieobserwowalnych.

MODEL EKONOMETRYCZNY

Badanie ekonometryczne wigze si¢ zawsze z wykorzystaniem modelu ekonometrycznego,
czyli pewnej reprezentacji badanego zjawiska, systemu czy procesu (nazywanego
oryginatem).

MODEL EKONOMETRYCZNY to rownanie stochastyczne lub wuklad réwnan
stochastycznych przedstawiajacych zaleznosci miedzy zm. ekonomicznymi (i niekiedy tez

pewnymi zmiennymi pozaekonomicznymi, np. techniczno-technologicznymi,
demograficznymi itp.)

Symboliczny zapis modelu ekonometrycznego:

1) MODEL JEDNOROWNANIOWY: Y = f(X,,.. X ,U)

gdzie: Y — zmienna objasniana (zalezna)
X,,...X — zmienne objasniajace (niezalezne)
U — zakldcenie losowe

2) MODEL WIELOROWNANIOWY: Y, = f,(Y,,....Y,,, X >0, X, U))
Y= f.(Y,...Y. .Y Y, X, X U

Y, =fu Qs Yy X poeos XU, )
a) nie wszystkie ze zmiennych Y, X, musza (a nawet nie moga) wystgpowa¢ w kazdym
réwnaniu

b) w modelu jednoréwnaniowym wystarczy podzial na zm.: objasniang i objasniajace. Jest to
podzial formalny a nie logiczny 1 w odniesieniu do modelu wieloréwnaniowego nie-
wystarczajacy

¢) podziat logiczny i adekwatny w przyp. modelu wielorownaniowego to podzial na zmienne:

¢ ENDOGENICZNE ( Y,,..,Y,,), tj. zm. wyjasniane przez model
¢ EGZOGENICZNE ( X |,.., X ), tj. zm. nie wyjasniane przez model

(w przypadku modelu wielorownaniowego ten podziat nie jest jedyny;, istnieje takze inny, np.:
zm. tgcznie wspotzalezne i zm. z gory ustalone)

W przypadku modelu jednoréwnaniowego podzialy te si¢ pokrywaja.
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Podstawowym, stojacym w punkcie wyjscia badan ekonometrycznych, modelem zaleznos$ci
m/y zmiennymi jest JEDNOROWNANIOWY MODEL LINIOWY:

Y=0X +0,X,+..+ 0. X, +U (1)
Roéwnanie (1) przedstawia zm. objasniang Y jako sume dwoch sktadnikow:
1) pewnej kombinacji liniowej zm. objasniajacych X,..,X,, ktorym przypisuje si¢
zasadniczy wptyw na ksztattowanie si¢ zm. ¥

2) pewnej zm. U, ktéra ma przedstawiaé taczny wptyw pozostatych (nieuwzglednionych w
modelu), drugorzednych, przypadkowych przyczyn ksztattowania si¢ zm. Y. Zm. U
wchtania takze w siebie ewentualne losowe (nie systematyczne!) btedy pomiaru.

Wspotezynniki S; kombinacji liniowej B, X, +...+ By X, nazywamy PARAMETRAMI modelu

liniowego lub parametrami (wspoOlczynnikami) regresji. Zazwyczaj jedna ze zmiennych
objasniajacych np. K-fa jest definiowana jako tozsamos$ciowo réwna jeden, tzn. X, =1.

Wowczas S nazywamy WYRAZEM WOLNYM modelu.

Zm. U nazywa si¢ SKLADNIKIEM LOSOWYM modelu. Nie jest ona bezposrednio
obserwowalna, w odrdznieniu od zm. objasnianej i zm. objasniajacych.

Parametry f,....,[; sa zwykle nieznane i podstawowym problemem badacza jest zatem
wyznaczenie ocen (czyli oszacowanie, estymacja) tych parametréw na podstawie
zaobserwowanych wartosci zm. Y, X ,..., X .

DysponujAc N-elementowym ciagiem wektorow obserwacji na wszystkich tych zmiennych, a
wige ciggiem wektorow (y,,X,,....x,) (£ =1,...,N), kazdg realizacje y, zm. objasnianej ¥
mozemy, zgodnie z zatozonym modelem przedstawi¢ jako sume¢ 1) kombinacji liniowej
pBx,+...+px . odpowiednich realizacji zm. objasniajacych; 2) nieobserwowalnej realizacji
u, sktadnika losowego U .
Zatem dla wszystkich obserwacji otrzymujemy uktad:

V1= B+ Boxiy + et P X

Yy = PiXyy + BoXgy + ot Py Xy +y

Yy =BiXuy + BoXyy +ot ByXp Huy

Uktad ten w symbolice macierzowo-wektorowej mozna zapisac jako:

=XB+u 2
]\{1 NXKKEl Nx1 ( )
gdzie:
g X Xk B u
y=| : |; X=| : ok B=| : | u=
Y Xy Xk B Uy
wektor realizacji mac. realizacji zm. objasnia- wektor wektor sktad-
zm. objasnianej jacych (j-ta kolumna tej mac.  parametrow  nikoéw losowych
to jest wektor realizacji j-tej regresji

zm. objasniajacej)
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Zapis (1) dla zmiennych (ekonomicznych) mozemy nazwa¢ POSTACIA STRUKTURALNA
jednoréwnaniowego liniowego modelu ekonometrycznego, natomiast zapis (2) (dla realizacji
zmiennych) nazywamy POSTACIA STRUKTURALNO—STATYSTYCZNA.
Posta¢ strukturalno-statystyczna ujmuje obserwacje na zmiennych: objasnianej i
objasniajacych i stanowi punkt wyj$cia w estymacji parametréw modelu. Nie wystarcza ona
jednak do przeprowadzenia estymacji w rozumieniu statystyki matematycznej. Potrzebne sg
jeszcze zalozenia probabilistyczne, opisujace (hipotetyczny) mechanizm generowania
poszczegbdlnych zmiennych (obserwacji).
Dla jednoréwnaniowego modelu liniowego przyjmuje si¢ najczesciej tzw. klasyczny
zestaw zatozen probabilistycznych:
¢ zm. objasniajace traktujemy jako nielosowe (ustalone dla kazdego ¢#=1,..., N na poziomie
X, 155X ), PIZY czym wektory wartosci poszczegdlnych zmiennych (kolumn mac. X) sa
liniowo niezalezne (musi wiec by¢: K <N);

¢ skladnik losowy U jest zm. los. o zerowej warto$ci oczekiwanej i nieznanej, ale skonczonej
wariancji: 0< o’ < +00;

¢ poszczegolne realizacje skladnika losowego dla réznych 7 (a tym samym realizacje y,
zmiennej objasnianej Y ) sa generowane przy braku wzajemnej korelacji.

ETAPY BADANIA EKONOMETRYCZNEGO

Etapy badania ekonometrycznego (analizy ekonometrycznej):

I. Identyfikacja obiektu modelowanego
¢ wyodrebnienie obiektu z otoczenia
¢ ustalenie listy cech najbardziej istotnych w badanym obiekcie 1 okreslenie, ktére z
nich beda opisywane przez model, a ktore stanowi¢ bedg narzedzie opisu
¢ wprowadzenie jednostki miary i zakresu zmiennosci cech
¢ ustalenie klasy funkcji przedstawiajacej zalezno$ci m/y wyrdéznionymi zmiennymi

II. Zebranie danych statystycznych o wyrdznionych zmiennych modelu

II1. Identyfikacja modelu
¢ weryfikacja wstepnej listy zmiennych 1 ustalenie ich optymalnego zbioru
¢ zbadanie identyfikowalnos$ci ze wzgledu na parametry
¢ estymacja modelu
¢ weryfikacja modelu

IV. Wykorzystanie modelu
¢ analiza ekonomiczna
¢ prognoza i symulacja
¢ sterowanie optymalne

W podsumowaniu przytoczmy za G. C. Chowem:

‘Ekonometria jest naukg i sztukg stosowania metod statystycznych do mierzenia relacii
ekonomicznych. (...) Sztuki budowania dobrych modeli nauczy¢ sie trudno. Potrzebna jest
do tego umiejetno$¢ operowania narzedziami analizy ekonomicznej, a takze umiejetnosc¢
doboru istotnych dla danego problemu zmiennych. (..) Znajomo$¢ metod
ekonometrycznych jest bardzo wazna, ale nie wystarczajagca do zbudowania dobrego
modelu ekonometrycznego.”
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KLASYCZNY MODEL (NORMALNEJ) REGRESJI LINIOWEJ — KM(N)RL

W notacji macierzowo-wektorowej przedstawiony wczesniej model liniowy wraz ze
sformutowanymi werbalnie zatozeniami mozemy zapisac:

) y=XB+u

Nxl NxKgx  Nx1
2) macierz X jest nielosowa 1 jest ustalona w powtarzalnych probach
3) rz(X) = K <N (tzn. macierz X ma pelny rzad kolumnowy)
4) E(u) - N(>)<l

5) Vu)=Euu')=0c"1,, gdzie 0< o’ <+ (tzn. wystepuje jednorodnoé¢ wariancji
1 brak autokorelacji sktadnikow losowych)

Zestaw zatozen 1) — 5) nazywamy KLASYCZNYM MODELEM REGRESJI LINIOWEJ (KMRL).

Jesli dotaczymy zatozenie:
6) u ~ N (sktadnik losowy u ma N-wymiarowy rozklad normalny)

to zestaw zatozen 1) — 6) nazywamy KLASYCZNYM MODELEM NORMALNEJ REGRESJI LINIOWEJ
(KMNRL).

KMNRL mozemy w sposob bardziej zwarty zapisac, zastepujac zatozenia 4) — 6) jednym:
4)yu~N(0,0cT,)

ESTYMACJA — METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

Stosowna (odpowiednia), chociaz nie jedyna, metoda estymacji KM(N)RL jest metoda
najmniejszych kwadratow (MNK), polegajaca na tym, ze za wektor parametrow
strukturalnych B przyjmujemy wektor b, ktory minimalizuje sume¢ kwadratow reszt, tzn. taki,
ze:

min (y —XB)" (y—XB)=S(b).

Wektor b dany jest wzorem:

b=(X"X) "Xy

Dowdd:
SB)=(y-XB)'(y-XB)=y'y-2pX'y +B'X'XB
dS _ _or .
B 2X 'y +2X"XB

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum jest zerowanie si¢ pochodnej. Niech wigc b
bedzie tym wektorem, ktéry zeruje dS/dp, tzn. b musi spetnia¢ uktad:

2X'y+2X'Xb=0 o X'Xb=Xly.
(Uktad X"Xb = X"y nazywamy UKLADEM ROWNAN NORMALNYCH.)

Poniewaz macierz X ma z zalozenia pelny rzad kolumnowy, zatem macierz X'X jest
okreslona dodatnio (det X" X >0), jest wiec nieosobliwa (istnieje macierz do niej odwrotna).
Zatem:
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XX)'XXp=XX)'Xy = b=XX)Xy
oraz

2
Z]Bb; =2X"X jest macierza okreslong dodatnio, zatem spelniony jest tez warunek

dostateczny istnienia minimum funkcji S(B). c.b.d.o.

Wtasnosci estymatora MNK:
a) estymator b jest estymatorem LINIOWYM (tzn. jest kombinacja liniowa wektora vy,
obserwacji na zmiennej zaleznej, tj. b = Cy)
b) estymator b jest estymatorem NIEOBCIAZONYM (tzn. E(b) = )
¢) macierz kowariancji wektora b dana jest wzorem: V(b) = o*(X'X)"!
d) Twierdzenie Gaussa—Markowa:
Wektor ocen parametrow strukturalnych b, uzyskany za pomoca MNK, jest
najefektywniejszym (tzn. ma najmniejszg wariancj¢) w klasie nieobcigzonych
estymatoréw liniowych.
Oznacza to, ze dla kazdego innego estymatora liniowego nieobcigzonego, powiedzmy a,
takiego ze a = CTy i E(a) =P, roznica: V(b)— V(a) jest macierza okreslong niedodatnio.
W mysl twierdzenia Gaussa—Markowa estymator MNK jest najlepszy (najefektywniejszy)
wsrod wszystkich estymatorow liniowych nieobcigzonych. O takim estymatorze mowi sig, ze
ma wilasno$¢ BLUE (best linear unbiased estimator).

Twierdzenie
W KMNRL estymator MNK ma K-wymiarowy rozktad normalny, tj:

b ~ Nx(B, A(X'X)™
Twierdzenie

Nieobcigzonym estymatorem wariancji sktadnika losowego o” jest tzw. WARIANCIA
RESZTOWA S, dana wzorami:

5 1 T 1 AN\T ~ 1 T
Si=e o= =9 (y-9) = (y-Xb) (y-Xb)=
T Ty T
= ﬂ(y y-b'X"y)
gdzie: N — liczba obserwacji
K — liczba szacowanych parametréw
N-K — liczba stopni swobody
e=y—-y — wektor reszt
y=Xb — wektor wartosci teoretycznych

Odpowiedni zapis skalarny wariancji resztowej ma postac:

5 1 N 5 1 N ) 1 N K 2
Se = Zet = Z(yt _.yz) = Z Y= bjxg/ =
t=1 t=1 N-K t=1 j=1

N-K N-K p

1
N-K j=1 t=1

{Z::yf —ZK:(% ZN:xt,»yjﬂ
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Pierwiastek kwadratowy z wariancji resztowe;j:
S, =482
nazywamy ODCHYLENIEM STANDARDOWYM RESZTOWYM. Informuje ono o ile, srednio rzecz
biorac, wartosci teoretyczne y, (wynikajace z modelu) roznig si¢ in plus lub in minus od
warto$ci empirycznych (zaobserwowanych) y,.
Majac wariancje resztowa S.°, tj. nieobcigzony estymator wariancji skfadnika losowego
, mozemy znalez¢ nieobcigzony estymator macierzy kowariancji estymatoréw parametrow:
Twierdzenie
Nieobcigzonym estymatorem macierzy kowariancji estymatora MNK, tj. macierzy
V(b) jest macierz:
D’(b) = S.*(X"X)".

Pierwiastek kwadratowy z j-tego elementu diagonalnego macierzy D?(b), ktory zwykle
oznaczamy symbolem D(b;), nazywamy BLEDEM SREDNIM SZACUNKU oceny b;. Informuje nas
o ile, $rednio rzecz biorac, in plus lub in minus ocena b; rdzni si¢ od rzeczywistej wartosci
parametru £,.

Niech (X"X)" =[d;]
zatem
Vb = o djj — wariancja j-tego parametru regresji
D’ (b)) = Sezdjj — ocena wariancji j-tego parametru regresji
D(b;) = Se\/dT/. — btad $redni szacunku j-tego parametru regresji
Blad $redni szacunku jest indykatorem jako$ci (precyzji) oszacowania danego
wspotczynnika regres;ji.
Zauwazmy, ze wektor skladnikéw resztowych e jest ortogonalny do macierzy obserwacji
na zmiennych objasniajacych X:
X’e=¢X=0, bo X'e=X"(y-Xb)=X"y - X'XX'X)" X"y

zatem
ee=y'y-b' X'y=y'y-(Xb)'y=y'y-y'y=y'y-y F+e)=
=y'y-¥'§+¥e=y'y-3'y+b' X e=y'y-y'§y
stad

yy=¥'y+e'e.

A oto rozpisany uklad rownan normalnych w przypadku ogélnym:
M N~ N
2
thl zlextz
t=1 t=1
N N
2
Zxﬁxtl thz
t=1 t=1

M=

XX X,

t=1

N

t=1

N b1 N
szzxm b2 thzyz
t=1

t=1

N N N
2
ththl szszz thK Z'xtKyt
L =1 t=1 L t=1 a
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Ponizej za$, rozpisany uktad rownan normalnych w przypadku gdy pierwsza zmienna jest
tozsamos$ciowo rowna 1 (tzn. x,; = 1 dla kazdego ¢):

M=
=
[} %)

N N N B
N thK ZJ’z
. ~ = b =
thz thzz thzsz b thzyt
1=1 1=l 1=l % '2 _| =
by

N

N N N
2
zsz Xig Xy *0° thK thKyt
t=1 t=1 L t=1 i

t=1

WERYFIKACJA MODELU

Po oszacowaniu parametrow nalezy zbada¢, czy zbudowany model dostatecznie dobrze
opisuje badane zjawisko. W szczeg6lnosci nalezy stwierdzi¢ czy zachodzi dostatecznie duza
zbiezno$¢ pomigdzy otrzymanym modelem a wiedza ekonomiczng (merytoryczng) o
oryginale oraz czy model z dostateczng doktadno$cig aproksymuje rzeczywisto$¢ (wartosci
teoretyczne s zadawalajaco bliskie warto§ciom empirycznym). W przeciwnym przypadku
nalezy model poprawic.

Przyczyny powodujace zla jako$¢ modelu ekonometrycznego moga by¢ wynikiem
zaniedban (btedow) popelianych na kazdym etapie badania ekonometrycznego. Nigdy nie
ma pewnos$ci, czy zostaly dobrane odpowiednie zmienne objasniajace. Watpliwosci moze
budzi¢ takze dobor postaci analitycznej modelu. W samym procesie estymacji mogla tez by¢
zastosowana niewlasciwa metoda szacowania parametrow. Wszystko to powoduje potrzebe
przeprowadzenia weryfikacji zbudowanego modelu przed jego wykorzystaniem.

Weryfikacja modelu obejmuje zwykle trzy sfery:

¢ jakosci ocen parametrow strukturalnych (badanie istotno$ci ocen parametrow
strukturalnych)

¢ stopnia zgodnosci modelu z danymi empirycznymi (miary dobroci dopasowania modelu do
rzeczywisto$ci)

¢ spelnienia przyjetych zatozen o sktadnikach losowych (badanie homoscedastycznosci,
braku autokorelacji, normalnos$ci)

Badanie istotnosci ocen parametrow strukturalnych

Przed formalnym zbadaniem wlasnosci estymatoréw parametréw winniSmy ocenié
otrzymane wyniki z punktu widzenia merytorycznego W szczego6lnosci nalezy sprawdzi¢ czy
ich rzad wielkosci oraz znaki s3 zgodne z dotychczasowa wiedza ekonomiczna,
doswiadczeniem i zdrowym rozsadkiem.

Rutynowe badanie istotnosci ocen parametrow strukturalnych b, b,,...,bx liniowego
modelu ekonometrycznego ma na celu sprawdzenie czy parametry strukturalne f;, f,..., [0k
zostaly oszacowane z dostateczng precyzja (mozemy mie¢ do nich zaufanie) oraz czy
zmienne objasniajgce, stojace przy tych parametrach, istotnie oddzialuja (wplywaja) na
zmienng objasniang (endogeniczng).
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W tym celu dla kazdego j =1, 2,...,K weryfikuje si¢ hipoteze zerowa Hy:=0 wobec
hipotezy alternatywnej H;: 3;=0. Sprawdzianem w tym tescie jest statystyka:

b,

7

7 D)’

ktéra przy zatozeniu normalnosci rozktadu sktadnikéw losowych oraz prawdziwosci Hy ma
rozktad ¢-Studenta o N-K stopniach swobody.

Z tablic rozktadu ¢-Studenta dla przyjetego poziomu istotnosci « (w badaniach
ekonomicznych zwykle a=0,05) oraz dla N-K stopni swobody odczytujemy wartos¢
krytyczng ¢, . Jesli warto$¢ bezwzgledna ‘tj | <t, , to nie ma podstaw do odrzucenia H, —
wtedy zwykle H) przyjmujemy 1 orzekamy, Zze ocena b; statystycznie nieistotnie r6zni si¢ od
zera (jest nieistotna) a wobec tego zmienna objasniajaca X; nie wywiera istotnego wptywu na
zmienng objasniang Y.

Zauwazmy, ze brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej oznacza, ze nie potrafimy stwierdzic,

czy

e prawdziwg wartoScig parametru f; rzeczywiscie jest 0, a roéznica pomiedzy b; a 0 jest
wynikiem losowych skutkéw wnioskowania o populacji generalnej na podstawie niedoktadnej
informacji zawartej w probie, czy tez

e prawdziwa warto§¢ parametru jest inna niz 0, ale doktadno$é danych i metody estymacji jest na
tyle niska, ze nie daje podstaw do odrzucenia tej hipotezy.

Natomiast jesli | L 1> 1, , to hipotez¢ H, nalezy odrzuci¢ na rzecz H; — ocena b;
statystycznie istotnie rozni si¢ od zera (jest istotna) a wobec tego zmienna objasniajaca X
oddziatuje w sposéb istotny na zmienng objasniang Y.

Badanie dobroci dopasowania modelu do danych empirycznych

Ocena dopasowania modelu do danych empirycznych ma na celu sprawdzenie, czy model
w wystarczajgco wysokim stopniu wyjasnia ksztattowanie si¢ zmiennej endogenicznej. Stuza
do tego rdznego rodzaju miary zgodnosci modelu z danymi empirycznymi. Podstawowymi
miarami tego typu sa:
® odchylenie standardowe resztowe S,
® wspotczynnik zmiennosci resztowej (losowej) V,

e wspotezynnik zbieznosci (indeterminacji) ¢
e wspolczynnik determinacji R’

Jak pamigtamy, odchylenie odchylenie standardowe resztowe S, informuje nas o ile
$rednio rzecz biorac in plus badz in minus wartos$ci teoretyczne roznig si¢ od warto$ci
zaobserwowanych. Im zatem jest mniejsze tym lepiej. Ale czy S, jest duze czy matle jest
rzeczg wzgledng. Zalezy to od rzedu wielko$ci zmiennej zaleznej Y. Jest to wigc miara bardzo
niedoskonata.

Dlatego proponuje si¢ zrelatywizowac S, do §redniego poziomu zmiennej zaleznej dzigki
czemu dostajemy niemianowang miarg:

y, =
y
zwang WSPOLCZYNNIKIEM ZMIENNOSCI RESZTOWEJ, ktora informuje nas jaka czg$¢ Sredniego
poziomu zmiennej zaleznej Y stanowi odchylenie standardowe resztowe (jaka cze$¢ sredniego
poziomu zmiennej zaleznej Y stanowig wahania przypadkowe). Mniejsze wartoSci
wspotczynnika V, wskazujg na lepsze dopasowanie modelu do danych empirycznych.
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Inng miarg dobroci dopasowania modelu do rzeczywistosci jest tzw. WSPOLCZYNNIK
ZBIEZNOSCI, wyrazajacy si¢ wzorem:

e 2% ks
C-D'OD S5 NS

t=1

€[0;1]
Y

a informujacy nas o tym, jaka cze¢$¢ zmiennosci zmiennej zaleznej nie zostala wyjasniona
przez zmienno$¢ zmiennych objasniajacych modelu (w skrocie: jaka czg$¢ zmiennoSci
zmiennej zaleznej nie zostata wyjasniona przez model). Oczywiscie, dopasowanie modelu do
danych jest tym lepsze, im wspdtczynnik zbieznosci jest blizszy zeru.

Alternatywna miara, bo o przeciwnej interpretacjii do ¢, jest wspotezynnik determinacii
R

R’ =1-¢* €[0;1],

ktory informuje nas o tym, jaka cze$§¢ zmiennos$ci zmiennej zaleznej zostala wyjasniona przez
zmienno$¢ zmiennych objasniajacych modelu (w skrdcie: jaka czg$¢ zmienno$ci zmiennej
zaleznej zostata wyjasniona przez model). Oczywiscie, dopasowanie modelu do danych jest
tym lepsze, im wspotczynnik zbieznosci jest blizszy jednosci.

Pierwiastek kwadratowy ze wspolczynnika determinacji jest znanym wspolczynnikiem korelacji wielorakie;j.

BADANIE ZALOZEN O SKLADNIKACH LOSOWYCH

Badanie statosci wariancji (homoscedastycznosci sktadnikéw losowych)

Jednym ze sposobOw badania statosci wariancji sktadnikow losowych jest zweryfikowanie
hipotezy o rdwnosci wariacji najczesciej dwoch skrajnych grup obserwacji (wtedy jednakze
musi si¢ da¢ wprowadzi¢ naturalne uporzadkowanie proby, ktore np. wystepuje w danych w
postaci szeregow czasowych). Rozpatruje si¢ takie dwa podzbiory obserwacji (podproby), co
do ktorych istnieje przypuszczenie, ze wariancja jest najmniejsza 1 najwicksza. Niech N;
bedzie liczbg obserwacji w pierwszym podzbiorze, a N, w drugiej podprobie.

Do zweryfikowania hipotezy zerowej o rownos$ci wariancji skfadnikow losowych w obu
podprébach  Hy:o,°=05" wobec hipotezy alternatywnej H;:0,°<oy’ mozna wykorzystaé
statystyke testowa:

gdzie S;° oraz S,° sa wariancjami resztowymi w regresji odpowiednio w pierwszej i drugiej
podprobie.

Statystyka F' ma, przy zatozeniu normalnosci sktadnikéw losowych i1 prawdziwosci Hy,
rozktad F Fishera—Snedecora, zatem z tablic tego rozktadu dla przyjetego poziomu istotnosci
a i dla N,-K oraz N;-K stopni swobody odczytujemy warto$¢ krytyczng F,. Jesli F<F,to nie
ma podstaw do odrzucenia Hy o jednorodno$ci wariacji. Jesli F>F, to Hj nalezy odrzuci¢ na
rzecz H; — wariancje sktadnikoéw losowych w drugiej podprdbie jest statystycznie istotnie
wieksza od wariancji w pierwszym podzbiorze.

Aby badanie jednorodnosci wariancji byto rzetelne i pelne powinni$my jednak rozpatrzy¢ wszelkie mozliwe
podziaty catej proby na podproby z co najmniej jednym stopniem swobody i przez poréwnanie wariancji kazdej
z kazda (test Fishera—Snedecora) lub en bloc (test Bartletta) zweryfikowaé hipoteze o rdwnosci wariancji.
Zauwazmy, ze takie badanie, zwtaszcza w licznej probie, bedzie bardzo ucigzliwe i pracochtonne.
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Badanie autokorelacji sktadnikéw losowych — test Durbina—Watsona

W KMRL zaktadamy, ze sktadniki losowe nie sg ze soba skorelowane, a wigc ze nie
wystepuje autokorelacja sktadnikow losowych.

Jesli mamy dane w postaci szeregdow czasowych i dodatkowo zatozymy, ze sktadniki
losowe tworzg proces autoregresyjny rzedu pierwszego, tzn.:

u, =pu, +5,

gdzie p; jest wspolczynnikiem autokorelacji rzedu pierwszego, to mozna pokazaé, ze
wspolczynniki autokorelacji rzgdu 7 jest rowny p, . Zatem wystarczy zbada¢ czy wystgpuje
autokorelacja rzedu pierwszego. Postluzmy si¢ testem Durbina—Watsona 1 wyliczmy
statystyke:

N

2 (e~ eH)z

t=2

d= N
Q€
t=1
za pomoca ktorej mozna z kolei wyliczy¢ zgodne oszacowanie wspotczynnika autokorelacji
rzgdu pierwszego:

p p>0, gdyd<2
151:1_5 = 1p=0, gdyd=2.
ﬁ1<09 gdyd>2

Jesli teraz postawimy hipoteze zerowa o braku autokorelacji rzedu pierwszego sktadnikow
losowych  Hp:p1=0 wobec hipotezy konkurencyjnej, ze wystepuje dodatnia (ujemna)
autokorelacja rzedu pierwszego H;:p1>0, gdy d<2 (H;:p1<0, gdy d>2), to nalezy dla
przyjetego poziomu istotnosci « 1 dla danej liczby obserwacji N oraz liczby szacowanych
parametréw K z tablic do testu Durbina-Watsona odczyta¢ wartosci krytyczne d; 1 dy
(dr<dy) 1 pordwnaé obliczone d, gdy d<2 (lub d’=4-d, gdy d>2) z tymi warto$ciami
krytycznymi. Jesli d>dy (d>dy), to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o braku
autokorelacji dodatniej (ujemnej) rzgdu pierwszego (a zatem 1 wyzszych rzedéw) na poziomie
istotno$ci @ — przyjmujemy, ze nie wystepuje dodatnia (ujemna) autokorelacja rzedu
pierwszego. Jesli d<d; (d’<dp), to odrzucamy Hj, na rzecz H; i na poziomie istotnosci «
przyjmujemy, ze wystepuje istotna dodatnia (ujemna) autokorelacja rzedu pierwszego.
W przypadku, gdy d;<d<dy (d;<d’<dy) wpadamy w obszar nierozstrzygalnosci testu — nie
mozemy przesadzi¢ o wystepowaniu lub braku autokorelacji rzedu pierwszego.

Badanie normalnosci rozktadu sktadnikéw losowych

Jednym z mocniejszych testow normalnosci jest test Shapiro—Wilka. Mianowicie, jesli
stawiamy hipotezg zerowa orzekajaca, ze skladniki losowe maja rozklad normalny (bez
koniecznosci specyfikowania parametréw tego rozkladu) Hy: u~N wobec hipotezy
konkurencyjnej przeczacej tej normalnosci H;: —(u~ N), to nalezy:

1) uporzadkowac reszty niemalejaco, uzyskujac ciag e, ew),....en)

2) wyliczy¢ statystyke:
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[N/2] 2
Z Ay (e(N—m) - e(:))
W =

t=1

N 5 4

Z (et N é)

t=1
gdzie  ans+; sa najlepszymi nieobcigzonymi wspotczynnikami obliczonymi i
stablicowanymi przez S.S. Shapiro i M.B. Wilka, a [N/2] (entier) jest czescig
catkowita N/2 (zauwazmy, ze jesli w modelu wystepuje wyraz wolny, to e =0).

3) odczytaé z tablic kwantyli rozktadu W (podanych przez S.S. Shapiro i M.B. Wilka), dla

przyjetego poziomu istotnosci «, wartos$¢ krytycznag W,

4) odrzuci¢ Hy, jesli W< W, .

PRZYKLAD

Pewna firma handlowa sprzedaje dwa dobra: A 1 B. Aktualng sprzedaz i ceny
zestawiono w tabeli:

Dobro Sprzedaz [w szt.] Cena [w zi]
A 300 2.50
B 200 34.00

W celu zwigkszenia przychoddéw ze sprzedazy (obrotéw) rozwazana jest dla kazdego
dobra obnizka Iub podwyzka ceny o 2%. Wiadomo jednak, ze wzrost ceny pociagga za sobg
spadek sprzedazy a obnizenie — wzrost. To, czy zmniejszona sprzedaz zostanie z naddatkiem
zrekompensowana wicksza ceng zalezy od sily reakcji konsumentow, ktorej miernikiem jest
elastyczno$¢ cenowa popytu (sprzedazy), definiowana jako granica wzglednej zmiany popytu
do wzglednej zmiany ceny, przy zalozeniu, ze zmiana ceny jest dowolnie mata a inne
czynniki ksztattujace popyt sa state (nie ulegaja zmianie).

Ogolnie: jesli dana jest funkcja Y = f(Xj,..., Xk), to elastycznos¢ Y wzgledem X; wyraza si¢
wzorem:

Elastyczno$¢ informuje nas o jaki procent zmieni si¢ (wzrosnie lub spadnie — zalezy to
od znaku elastycznosci) wartos¢ funkcji, jesli zmienna X; zmieni si¢ o 1% a pozostate
zmienne (X; dla i#f) nie ulegng zmianie.

Jesli wiec znana jest elastyczno$¢ cenowa ¢ (zwykle ujemna), to mozemy wyliczy¢ nowa
sprzedaz (wynikla ze zmiany ceny), ktoéra przemnozona przez nowa cen¢ da nam nowy obrot
(nowy przychod ze sprzedazy). W ten sposdb poznamy finansowe skutki zmiany ceny.

Aby jednak wyliczy¢ elastyczno$¢ cenowa popytu (sprzedazy) musimy dysponowac
funkcja popytu zalezng co najmniej od ceny. Musimy wigc dysponowaé oszacowanym i
»dobrym” (czyli takim, ktory si¢ ostal w ogniu prob weryfikacyjnych) modelem
ekonometrycznym, w ktérym zmienng zalezng jest popyt (sprzedaz) na interesujace nas dobro
a jedng ze zmiennych objasniajacych jest cena tego dobra.

Dziat marketingu, na podstawie zgromadzonych w ostatnich dziesigciu kwartatach danych
o sprzedazy dobra A i B oraz ich cenach a takze dochodach konsumentow (patrz ponizsza
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tabela) oszacowat i1 zweryfikowal potegowe funkcje popytu (wyniki na zalgczonych
wydrukach z arkusza kalkulacyjnego):

Y=8X/ XV e" = WmY=mpgB+pLhX +BhX,+u,
gdzie: Y —popyt (sprzedaz)

X — dochody
X — cena.
Dobro A Dobro B
Dochody [zi]
Sprzedaz [szt.] Cena [Z] Sprzedaz [szt.] Cena [Z]

136 1,50 127 21,50 100,10
151 1,60 134 22,60 120,00
157 1,70 139 23,70 135,50
157 1,80 135 24,80 140,60
185 1,90 153 25,90 180,00
199 2,00 170 26,00 210,55
235 2,10 191 27,10 265,30
246 2,20 197 28,20 300,90
271 2,30 187 32,30 350,40
294 2,40 195 33,40 400,00

Jak tatwo sprawdzi¢ w modelu potggowym elastyczno$¢ cenowa popytu jest stala i jest
wyktadnikiem potegi przy S,, tzn. Jest rowna f». Zatem dla dobra A wynosi —0,7145 a dla
dobra B wynosi —1,2528. Wobec tego wzrost (spadek) ceny dobra A o 1% pocigga za sobg
spadek (wzrost) sprzedazy o 0,7145%. Wzrost (spadek) ceny dobra B o 1% pociaga za soba
spadek(wzrost) sprzedazy o 1,2528%. Zatem:

Aktualna | Aktualna | Aktualny . Nowa Nowa Nowy Nowy
Dobro | sprzedaz | cena przychéd Decyzja sprzedaz cena | przychéd | przychod
[szt] [ [ [szt] [ 4| (dokfadnie)
A 300 2,50 750,00 cena2% A 295,71 2,55 754,07 754,25
A 300 2,50 750,00 cena2% N 304,29 2,45 745,50 745,69
B 200 34,00 6800,00 | cena2% 7 194,99 34,68 6762,21 6766,04
B 200 34,00 6800,00 | cena2% N 205,01 33,32 6830,97 6834,82

1 w konkluzji stwierdzamy, Ze nalezy o 2% podnies¢ cen¢ dobra A (niska; mniejsza na
warto$¢ bezwzgledng od jeden elastyczno$¢ cenowa) a obnizy¢ cen¢ dobra B (wysoka;
wieksza na warto$¢ bezwzgledna od jeden elastyczno$¢ cenowa).

Ekonometria, Antoni Goryl, Anna Walkosz strona 15



Akademia Ekonomiczna w Krakowie

PROGNOZA — PREDYKCJA EKONOMETRYCZNA (wnioskowanie w przyszto$¢ na
podstawie modelu ekonometrycznego)

Oszacowane modele ekonometryczne prezentujg iloSciowe zaleznos$ci zachodzace
pomiedzy zmiennymi w przesztosci. Z drugiej jednak strony na ich podstawie mozna
wnioskowac o przysztych realizacjach zmiennych objasnianych — ten proces wnioskowania
nazywamy predykcja ekonometryczng a konkretny (liczbowy) wynik procesu predykeji to
prognoza, ktéra jest wyznaczana dla wybranego okresu prognozowania.

Rozwazajac problemy predykcji na podstawie modelu ekonometrycznego trzeba mied
swiadomos$¢  istnienia warunkéw  determinujacych  ksztaltowanie si¢  zmiennych
endogenicznych w przysztosci. Aby mozna byto dokonywa¢ predykcji musimy dysponowac:
¢ oszacowanym, ,dobrym” modelem ekonometrycznym opisujacym badane zjawisko

ekonomiczne;

¢ warto$ciami zmiennych objasniajagcych w okresie prognozowania (wielkosci zalozone,
planowane czy tez kreowane w scenariuszach rozwoju badanego przedsigwzigcia
gospodarczego.

Ponadto wymaga sig:
+ stabilno$ci modelu tzn. stabilno$ci postaci analitycznej oraz parametrow modelu;

¢ znajomosci stochastycznej struktury modelu (rozktadu odchylen losowych modelu -
warto$ci oczekiwanej, wariancji itp.);
+ dopuszczalnos$ci ekstrapolacji poza probe statystyczna.

Wyznaczona prognoza ekonometryczna moze by¢ dana za pomoca jednej liczby,
stanowigcej mozliwie najlepsza ocene przysziej realizacji zmiennej prognozowanej. Jest to
prognoza ilosciowa punktowa. Czesto jednak wynikiem predykcji jest przedziat liczbowy,
ktory z okreslonym prawdopodobienstwem zawiera¢ bedzie przyszig realizacj¢ zmiennej
prognozowanej. Mamy wtedy do czynienia z prognoza przedziatowa. Nalezy jednak dodac,
ze przedzial prognozy powinien by¢ mozliwie waski, poniewaz tylko wtedy jego warto$¢
informacyjna jest stosunkowo duza.

Prognozy wyznaczone w oparciu o model ekonometryczny pomimo spetnienia wszystkich
wymaganych warunkow moga rézni¢ si¢ od rzeczywiscie zaobserwowanych wartosci
zmiennej endogenicznej. Wynika to przede wszystkim z istnienia skladnika losowego w
modelu ekonometrycznym reprezentujacego efekty wszystkich czynnikow nie wystepujacych
w modelu w postaci jawnej. W zwigzku z powyzszym warto zna¢ rzad wielko$ci
spodziewanego btedu przy wyznaczaniu prognozy i stad tez w predykcji ekonometrycznej
wysuwa si¢ dwa postulaty:

e wynikiem kazdego procesu predykcji powinna by¢ nie tylko prognoza, ale takze wartos$¢
odpowiedniego miernika rz¢du doktadnosci predykeji;

e predykcja powinna by¢ efektywna tzn. miernik rzedu doktadnosci predykcji powinien
ksztattowac si¢ na korzystnym poziomie.

W praktyce korzysta si¢ z btedu prognozy (miernik ex post), ktory okresla rdznice
pomiedzy rzeczywiscie zaobserwowang warto$cia zmiennej endogenicznej a wartoscia
obliczonej dla niej prognozy. Natomiast efektywnos$¢ predykcji okre§la si¢ wyznaczajgc
wariancje predykcji oraz btad $redni predykcji (miara ex ante). Blad $redni predykcji
informuje o ile S$rednio rzecz biorgc rzeczywiscie zaobserwowane wartosci zmiennej
endogenicznej w okresie prognozowanym beda si¢ odchyla¢ od warto$ci prognozy.
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Predykcja powinna mie¢ charakter permanentny i krokowy i wtedy mozna oczekiwac
wiarygodnosci i poprawnosci rezultatow dokonywanych prognoz.

Prognoze zmiennej endogenicznej w okresie prognozowanym budujemy zwykle zgodnie z
zasadg predykcji nieobcigzonej (tzn. prognoze ustala si¢ na poziomie warto$ci oczekiwanej
zmiennej endogenicznej) przy zalozeniu, ze zmienne objasniajgce modelu przyjma okreslone
z gbory warto$ci — stad, o czym warto pamigtaé, prognozy majg zawsze charakter warunkowy.

Jesli wiec dysponujemy oszacowanym modelem ekonometrycznym y = Xb, ktory ostat
si¢ w ogniu prob weryfikacyjnych i ustalone sg wartosci zmiennych objasniajacych w okresie
prognozowanym X, = [xﬂ,- . -,xTK] oraz mechanizm wyjasnianego zjawiska (zmiennej
prognozowanej Y7) bedzie w przysztosci taki sam, jak w okresie objetym préba, tzn.:
Y, =x!B+u,, gdzie E(u,)=0, E(u;)=0c" oraz E(u,u)=0, to prognoza punktowa jest
rowna:

y2 =x!b, gdzie oczywiscie b= (XTX)leTy.

Predykcja ekonometryczna ma t¢ zaletg, ze mozemy ex ante (a wigc przed zrealizowaniem
si¢ zmiennej prognozowanej) okresli¢ doktadnos$¢, z jaka ta przyszio$¢ przewidujemy.
Mianowicie, btad §redni predykcji wynosi:

Ve =V () =EG] ~1,)* ={o* +xIV(b)x.
a jego przyblizenie:

D(f)=D*(f) =/S? +x/D*(b)x, =/S?[1+x] (X"X) 'x,]

informuje nas o ile, $rednio rzecz biorac, prognoza y; rdézni¢ si¢ bedzie in plus lub in minus
od przyszlej i dzisiaj jeszcze nieznanej realizacji yr zmiennej prognozowanej Yr. Zauwazmy,
ze wariancja predykcji (btad $redni predykcji) jest nie mniejsza niz wariancja resztowa
(odchylenie standardowe resztowe) — nie da si¢ zatem zbudowac dobrych prognoz
(obarczonych malym btedem) w oparciu o zty model.
Majac btad sredni predykcji, mozemy obliczy¢ btad wzgledny predykcji:

, _DU)

wzgl — P
Yr

oraz prognoze przedzialowa [(1-a)100%-owy przedzial ufnosci]:

Vi =ty D)<Y, <yr+1, D(f).

ZASTOSOWANIE MODELI EKONOMETRYCZNYCH

Modele popytu konsumpcyjnego (mikro i makroekonomiczne funkcje popytu)

POPYT KONSUMPCYINY to preferencje ludnosci dotyczace nabycia dobr konsumpcyjnych
przy istniejacych cenach tych dobr i majace pokrycie w ich funduszu nabywczym.

Aby popyt na dane dobro byt zmienng obserwowang nie moze by¢ ograniczen ze strony
podazy. Wowczas wielko$¢ sprzedazy (zakupéw) mozemy utozsamia¢ z popytem na to
dobro. Przy niedostatecznej podazy sprzedaz (zakupy) jest mniejsza od popytu, ktory
pozostaje nieobserwowalny — ekonometryczna analiza popytu mozliwa jest wiec przy
dostatecznej podazy (przynajmniej w przewazajacej czgsci badanego okresu).
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Ekonometryczna funkcja popytu konsumpcyjnego to model: Y = f(X},..., Xk, u),
gdzie: Y — wielkos¢ popytu;
Xi,...,Xx — czynniki determinujace popyt;
u — zaktocenie losowe.

Najczgstsze zmienne objasniajgce to:

cena danego dobra

dochody konsumentow (wzglednie wydatki ogotem)

ceny dobr substytucyjnych (jesli takie wystepuja)

ceny dobr komplementarnych (jesli takie wystepuja)

og6lny poziom cen (wskaznik kosztoéw utrzymania)

struktura demograficzna 1 zawodowa badanej grupy konsumentow

wielko$¢ popytu na dane dobro w poprzednich okresach (zwtaszcza w przypadku dobr
trwatego uzytkowania)

L JER R SR R 2R JER 2

Wyroézniamy mikro— i makroekonomiczne funkcje popytu konsumpcyjnego.

MIKROEKONOMICZNE FUNKCJE POPYTU szacowane sg na podstawie danych pochodzacych
z badan budzetow rodzinnych (domowych). Sa to zwykle dane przekrojowe z jednego okresu
czasu (jednego roku) z rdéznych, odpowiednio wylosowanych do badan gospodarstw
domowych (pracowniczych, w tym: pracowniczych na stanowiskach robotniczych oraz
pracowniczych na stanowiskach nierobotniczych, emerytow 1 rencistow, chlopskich, a
ostatnio réwniez pracujacych na wtasny rachunek).

Dane przekrojowe z jednego okresu czasu nie pozwalaja uchwyci¢ wptywu zmian cen na
popyt, stad tez w mikroekonomicznych funkcjach popytu konsumpcyjnego podstawowa, a
czesto 1 jedyng zmienng objasniajaca jest dochdd (wzglednie wydatki ogotem).

Zaleznos¢ popytu na dobra podstawowe od wysokosci dochodoéw opisywana jest przez
tzw. PRAWO ENGLA, sformutowane pierwotnie dla podstawowych dobr zywnosciowych: “w
miar¢ wzrostu dochodéw udziat wydatkow na zywnos¢ w wydatkach ogotem maleje”.

Ciekawymi 1 do$¢ powszechnie uznanymi 1 akceptowanymi funkcjami popytu
(odzwierciedlajacymi prawa Engla) sa tzw. funkcje Tornquista:

I typu (dla dobr pierwszej potrzeby, podstawowych)

ax. +Uu.
Yi= : u.l aaﬁ>0
x,+p (e

IT typu (dla dobr wyzszego rzgdu)

X, -y + U,
yi:al— u. a97>03 ﬂ>_7/’ xizj/
x,+p |-e"

IITI typu (dla dobr luksusowych)

X, —y |ty
v, = ax, > W y>0, B>—y, x; 2y
x +p |-e”

gdzie: y; — popyt (wydatki) na dane dobro w i-tej grupie dochodowej;
x; — dochod (lub wydatki ogotem) w i-tej grupie dochodowe;.
(wykresy: Wprowadzenie do ekonometrii ..., str. 27-28)
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Jak tatwo spostrzec, funkcje Tornquista sg modelami (wtasciwie) nieliniowymi (nie da si¢
ich sprowadzi¢ do postaci liniowej ze wzgledu na parametry) — wymagaja wigc specjalnych
(stosownych) metod estymacji np. metody Gaussa—Newtona (jako numerycznej realizacji
nieliniowej MNK).

W przypadku ekonometrycznej analizy popytu konsumpcyjnego istotnym pojgciem jest
elastycznos¢ dochodowa popytu:

—y(x)—=—:— = ¢
y(x) ¥y x y X

ktéra informuje o ile procent wzrosnie popyt na dane dobro, gdy dochdd wzrosnie o 1% przy
zatozeniu, ze pozostate czynniki ksztaltujace popyt (o ile wystepuja w modelu) nie ulegng
zmianie.

Np. dla funkcji Tornquista I:

e = ap (xi +ﬂ)xi _ b 6(0 1]
- ('xi +:B)2 ax; x,+p ,
dla funkcji Térnquista II:

_Bx 04w
O Py e R )

dla funkcji Térnquista III:

:xi2+2ﬂxi_ﬂ7:(xi+:8)xi+ﬂ(xi_7) 1+ o0
R R R O ) 7 R

Funkcje Tornquista nie sg jedynymi postaciami analitycznymi mikroekonomicznych
funkcji popytu, np.:

y,=ax’e", a>0, 0<p<l,

Y =exp(a—,6’i+ui} a,p>0,
xi

dla dobr elementarnych,

oraz
=a (xl. — 7)ﬁe”f , a,y>0, 0<p<l1, dladobr wyzszego rzedu,
a takze

—a (x. — y)ﬂe"f , a,y>0, B>1, dla débr luksusowych.

MAKROEKONOMICZNE FUNKCJE POPYTU KONSUMPCYINEGO szacuje si¢ dla duzych
zbiorowos$ci konsumentow, np. ludnosci kraju czy regionu, na podstawie zagregowanych
danych w postaci szeregéw czasowych, dotyczacych wielkosci sprzedazy danego dobra, cen
tego dobra, dochodow ludnosci 1 ewentualnie innych zmiennych (wymienionych wczesnie;j).

Najczesciej przyjmuje sie pote;gowq funkcje popytu:
,Box x e, t=1,...N
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gdzie: y, — wielko$¢ popytu w okresie ¢;
x;1 — dochdd realny na gtowe w okresie ¢;
Xxp — cena realna dobra w okresie ¢.

Latwo pokaza¢, ze wykladniki poteg przy zmiennych objasniajacych sg elastyczno$ciami
popytu: i — dochodowa, 5 — cenowa.
Jednakze znajac ograniczenia interpretacyjne elastyczno$ci (niewielkie zmiany wzgledne
argumentow a przy tym autonomiczne — za wyjatkiem funkcji jednorodnych stopnia
pierwszego), powstaje problem przewidywania wzglednych zmian popytu pod wplywem
jednoczesnych i dowolnie duzych wzglednych zmian dochodéw i cen, a takze ewentualnie
innych zmiennych, objasniajagcych ksztaltowanie si¢ popytu. W przypadku modelu
potegowego problem znajduje tatwe rozwigzanie we wzorze:

ﬂ — /11ﬂ1 /’{zﬁz _1
Y
. Ax, . . .
gdzie: A =1+ — wspoOlczynnik zmiany dochodu,

X

Ax, . . .

A, =1+ — wspo6lczynnik zmiany ceny dobra.

X,

Latwo zauwazy¢, ze jezeli y; jest zaobserwowanym popytem w jednostkach fizycznych, to
funkcja przychodow ze sprzedazy wyraza si¢ wzorem:

D, = =Bxhx2e", t=1,.,N,
a zatem

Ap ﬂlﬂl Zﬂ2+1 1

p

Makroekonomiczng funkcje popytu przy niedostatecznej podazy w kilku (ale niewielu)
okresach czasu mozna szacowa¢ wprowadzajac zero-jedynkowa zmienng objasniajaca z;:
1, dla okresow niedostatecznej podazy
10, dla pozostatych okreséw

o
= B, x/ x5 e, §<0),

gdzie parametr ¢ informuje w przyblizeniu o ile procent sprzedaz w okresie niedostatecznej
podazy byta mniejsza w stosunku do okresy rownowagi rynkowe;.

Funkcja produkcji

Funkcja produkcji wykorzystywana jest czasami w analizach makroekonomicznych przy
modelowaniu wzrostu dochodu narodowego lub produktu globalnego, jednakze szczegdlnie
wazng role odgrywa ona przy rozpatrywaniu procesu produkcyjnego w skali gatezi lub w
skali przedsigbiorstwa.

EKONOMETRYCZNA FUNKCJA PRODUKCII — jest to model przyczynowo—opisowy,
przedstawiajacy zalezno$¢ miedzy naktadami czynnikow produkcji (gtownie: pracy 1 kapitatu)
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a wielkoscig produkcji (wielko$cig produktu uzyskiwanego przy zastosowaniu tych
nakladow):  V=/f(Xy,... X u),
gdzie: V — wielko$¢ produkcji (produkcja);

Xi,....Xx — naktady czynnikéw produkcji;

u — zaklocenie losowe.

Funkcja produkeji jest narzedziem ekonometrycznej analizy procesu produkcyjnego na
roznych szczeblach gospodarowania (wydziat, zaktad, przedsiebiorstwo itp.)

Budujac modele funkcji produkcji zaktada si¢ zwykle, Zze majg one przedstawiac
zalezno$ci miedzy produkcja a naktadami i zasobami wystepujace w normalnych warunkach
produkcyjnych, a wigc nie w specjalnie sprzyjajacych warunkach laboratoryjnych lub
pokazowych, ani tez wtedy, gdy wskutek niegospodarnosci lub szczegélnych warunkow
nietypowych rozmiary produktu sg wyjatkowo male w stosunku do zaangazowanych
srodkow.

Definiowanie zmiennych V, X,,..,Xx =zalezy od szczebla gospodarowania, cech
techniczno—technologicznych procesu produkcyjnego i dostepnosci danych statystycznych.
Rozmiary produkcji sg z reguty mierzone ilosciag lub wartoscig produktu otrzymanego w
jednostce czasu, a wigc sg traktowane jako strumienie. Rozmiary zaangazowanych czynnikow
produkcji natomiast, odpowiednio do charakteru tych czynnikéw, sg ujmowane jako
strumienie (naktady pracy) lub jako zasoby (np. wielko$¢ zainstalowanego trwatego majatku
produkcyjnego).

Efekt produkcyjny V:

o ilosciowe (fizyczne) rozmiary produkcji (wylacznie w przypadku produkceji jednorodnej)

e rozmiary produkcji w jednostkach przeliczeniowych lub umownych (np. produkcja wegla
w skali gospodarki, produkcja zwierzeca lub roslinna w rolnictwie)

e produkcja czysta w cenach porownywalnych

e produkcja dodana w cenach porownywalnych

e produkcja globalna w cenach porownywalnych, ale jedynie wtedy, gdy brak odpowiednich

innych danych (produkcja globalna nie jest dobrym miernikiem efektu produkcyjnego
poniewaz zawiera w sobie warto$¢ przeniesiong)

Zmienne objasniajace w funkcji produkcji:
e naklady pracy liczone
a) liczba przepracowanych roboczogodzin
b) liczba przepracowanych roboczodni
¢) Srednim zatrudnieniem (nie jest to wtasciwy miernik naktadow lecz zasobdw pracy)

e naklady kapitalu — najcze$ciej majatku trwalego (czyli zuzycie majatku w procesie
produkcji) — sa najtrudniejsze do obiektywnego pomiaru i dlatego w funkcji produkcji
najczesciej przyjmuje si¢ zasOb majatku trwalego (zakladajac, Ze zuzycie jest
proporcjonalne do zasobow, tzn. zakladamy zwykle pelne wykorzystanie majatku
trwatego) mierzony zwykle warto$cig produkcyjnych $rodkow trwalych w cenach
porownywalnych.

Teoretycznie powinno si¢ uwzglednia¢ w funkcji produkcji rézne kategorie pracy i
kapitalu (majatku trwalego). Najczesciej stosuje si¢ jednak tzw. dwuczynnikowe funkcje
produkcji, w ktorych uwzglednia si¢ jedynie zagregowane naktady majatku trwatego (X)) 1
pracy (X2):
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V=AX\ X2 u).

Postacie analityczne funkcji produkcji uzyskuje si¢ i bada w ramach ekonomii
teoretycznej. Zaktada si¢ zwykle doskonatg podzielno$¢ zarowno czynnikow produkcji, jak i
gotowego produktu — dzigki temu jest sens moéwié o bardzo matych przyrostach rozwazanych
wielkosci 1 zaktada¢ cigglos$¢ oraz rézniczkowalno$¢ funkeji produkcji.

Analiza wlasnoSci funkcji produkcji

Model ekonometrycznej funkcji produkcji moze stuzy¢ do prowadzenia rozumowan
analityczno—wyjasniajacych, wzbogacajacych w istotny sposob wiedz¢ o iloSciowej stronie
prawidtowosci, zgodnie z ktorymi przebiega proces wytwarzania. Model 6w stanowi znaczny
krok w stosunku klasycznej ekonomicznej analizy procesu wytwarzania.

Do najwazniejszych kierunkoéw analizy procesu wytwarzania przy pomocy funkcji
produkcji nalezy zaliczy¢ badania:

a) krancowej produkcyjnosci czynnikdw wytworczych

b) elastycznos$ci produkcji wzgledem naktadéw czynnikow produkcji
c) izokwant

d) elastycznosci substytucji czynnikow produkcji

e) efektu skali produkcji

f) efektow neutralnego postepu techniczno—organizacyjnego

a) krancowa produkcyjnos¢ czynnikéw produkeji
Badanie KRANCOWYCH PRODUKCYJNOSCI CZYNNIKOW polega na badaniu pierwszych i
drugich pochodnych czastkowych produkeji wzgledem czynnikéw, tj.
av o

oraz .
oX, 2¢

J

Na ogot zaktada sig, ze

2

Vv ov
Vj: —— >0 oraz > <0 atakze llm ———0
é’Xj X,-%ooé’Xj

J
a to oznacza, ze produkt krafncowy jest dodatni i maleje wraz z ze wzrostem nakladow
czynnika Xj, czyli produkcja rosnie wraz ze wzrostem naktadow czynnikow produkcji, ale
ro$nie coraz wolniej 1 nieskonczenie duze naktady czynnikow produkcji nie pociagaja juz
prawie zadnych przyrostow produkcji (znane w ekonomii prawo malejacych przychodow).

b) elastycznos$¢ produkcji wzgledem nakladow czynnikéw produkcji

ELASTYCZNOSC PRODUKCII WZGLEDEM NAKLADU j-tego czynnika produkcji X; okresla sig
wzorem:

. AV AX, oV X,
Eyyy = lim : = —.
TR . GEENZD G 4
Eyx, jest zatem miarg wzglednych zmian produkcji wywotanych okreslonymi, niewielkimi

zmianami j-tego czynnika produkcji, przy zatozeniu ze pozostate czynniki produkcji nie
ulegng zmianie. Informuje nas zatem o ile procent wzrosnie wielkos¢ (rozmiar) produkeji,
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jesli naktady j-tego czynnika produkcji wzrosng o 1% przy ustalonych (niezmienionych)
naktadach pozostatych czynnikow.

¢) izokwanty

Wiegkszo$¢ funkcji produkcji zawiera zalozenie mozliwosci wzajemnej substytucji
czynnikéw produkcji, czyli zatozenie, ze t¢ samg ilos¢ produktu mozna otrzymac, stosujac
czynniki produkcji w réznych iloSciowych stosunkach (ubytek jednego z czynnikéw
produkcji mozna zrekompensowa¢ zwigkszeniem innego czynnika bez zmiany oczekiwanych
rozmiaréw produkcji).

Zjawisko substytucji czynnikow produkcji znajduje formalny wyraz w réwnaniu
1IZOKWANTY (krzywej jednakowego produktu), bedacej miejscem geometrycznym punktow,
reprezentujacych wszystkie kombinacje naktadow czynnikéw produkeji, dajacych w efekcie
te samg oczekiwang wielko$¢ produkcji.

Przy ustalonym poziomie produkcji V) rbwnanie izokwanty mozna zapisac:

AX;. = &(VOB X[,...,X;‘.[,X}+]a~"7XK; u])'

W powyzszym wzorze wystepuje skladnik losowy u;, gdyz relacje w jakich nastepuje
substytucja majg zwykle charakter stochastyczny. W praktyce jednak sktadnik losowy w
roéwnaniach izokwant pomijamy.

d) krancowa stopa substytucji czynnikéw produkcji

Znajomo$¢ rownania izokwanty pozwala obliczy¢ Ry, x,— KRANCOWA STOPE
SUBSTYTUCJI czynnika X; przez czynnik X; (np. pracy przez kapital), czyli iloSciowa miarg
okreslajaca jaka iloscia czynnika X; nalezy zastapi¢ wycofang niewielkg ilo§¢ jednorodnego i
substytucyjnego wzgledem niego czynnika X;, azeby oczekiwana wielko$¢ produkeji nie
ulegta zmianie.

Krancowa stopa substytucji jest stosunkiem zamiennym migdzy krancowymi
wielko$ciami dwoch czynnikéw produkceji 0X; 1 0X; 1 ma prostg interpretacj¢ geometryczng
jako tangens nachylenia stycznej do krzywej jednakowego produktu (izokwanty) w
poszczegbdlnych jej punktach. Nachylenie tej krzywej jest jednak ujemne, stad tez, aby
unikna¢ definiowania tej wielkosci jako ujemnej, wprowadza si¢ do wzoru umownie znak
minus, a zatem:

oV

X, OX,
RXJ./X,.:_O,,—)(]:W = AX]'z_AXi'RXj/X,’

é’Xj

czyli kraficowa stopa substytucji czynnika X; przez czynnik X; jest rOwna ujemnej pochodnej
czastkowe] z izokwanty wzglednie jest rowna stosunkowi produkcyjnosci krancowe;j
czynnika X; do produkcyjnosci krancowej czynnik X; i jej znajomos$¢ pozwala w przyblizeniu
okresli¢ jaka iloscig jednego czynnika produkcji nalezy zastapi¢ wycofang niewielka ilos¢
innego czynnika produkcji.

e) elastyczno$¢ substytucji czynnikow produkcji

Wzajemna substytucja moze w rzeczywistych procesach zachodzi¢ tatwiej lub trudnie;.
Miarg fatwosci substytucji czynnikow produkcji jest WSPOLCZYNNIK ELASTYCZNOSCI
SUBSTYTUCJI o, zdefiniowany jako stosunek wzglednej zmiany w proporcjach dwoch
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czynnikéw produkcji do wzglednej zmiany w krancowej stopie substytucji, zatem:

X
ol 2
[Xz) é’RX./X; RX»/X; é)RX‘/Xi
o= = e (0,4 00),

J RX/-/Xi & 0') &
X, X, X,

1 1

czyli odwrotno$¢ elastycznosci substytucji (1/0) jest po prostu elastyczno$cia krafnicowe;
stopy substytucji Ry ,, wzgledem X /X ;-

Elastyczno$¢ substytucji czynnikow produkcji pozwala okresli¢ jak zmieniajg si¢
proporcje czynnikow produkcji, gdy zmienia si¢ krancowa stopa substytucji.
o =0 Swiadczy o zupetlnym braku mozliwosci zastgpowania si¢ czynnikow produkcji X; 1.X;,
a wigc o absolutnej ich komplementarnosci. Im wigksza substytucja czynnikéw produkceji tym

wicksze warto$ci przyjmuje o. Gdy o— o, izokwanta przeksztalca si¢ w prosta,
przecinajacg osie zmiennych objasniajacych.

f) efekt skali produkcji

Badanie EFEKTOW SKALI PRODUKCJI polega najczg¢sciej na BADANIU STOPNIA
JEDNORODNOSCI FUNKCJI produkcji. MoOwimy, ze funkcja jest jednorodna stopnia v, jezeli:

ﬂMl,...,MK) = ﬂvf(Xl,...,XK).

W matematyce nie naktada si¢ zadnych ograniczen na v, jednakze w przypadku funkcji
produkcji przyjmuje si¢, ze parametr v> (0. Mozna pokazac, ze

K
V=, .
=1

v =1 = produkcja ro$nie w tym samym tempie co wszystkie zmienne objasniajace 1 jest
to przypadek statych przychodéw wzgledem skali produkcji, zwany tez stata wydajnoscia
produkcji.

v >1 = produkcja rosnie w szybszym tempie niz naklady czynnikow produkcji 1
moéwimy wtedy o rosngcych przychodach wzgledem skali produkcji (rosnagcej wydajnosci
produkc;ji).

v <1 = produkcja rosnie wolniej niz naktady czynnikow produkcji i przypadek ten
okresla si¢ mianem malejacych przychodow wzgledem skali produkcji (malejacej wydajnosci
produkc;ji).

g) efekty neutralnego postepu techniczno—organizacyjnego

EFEKT NEUTRALNEGO POSTEPU TECHNICZNO—ORGANIZACYJNEGO wyraza si¢ w tym, ze
przy tej samej strukturze 1 wielkosci zaangazowanych czynnikow produkcji otrzymuje si¢
wieksza produkcje wskutek wprowadzonych innowacji techniczno-organizacyjnych.

Ogolnie biorac, analiza ekonometryczna postgpu technicznego polega na budowie (a
nastepnie estymacji) odpowiednio zmodyfikowanej (zdynamizowanej) funkcji produkeji, u
podstaw ktorej lezy fakt, ze postep techniczny zachodzi zawsze w czasie.

W badaniach empirycznych najczesciej jest stosowana dwuczynnikowa potegowa funkcja
produkcji Cobb—Douglasa:
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V=5 XX e,

gdzie: V— produkcja;
X1 — kapital;
X, — praca;
u — zaklocenie losowe;
a parametry [, /b, jak tatwo sprawdzi¢, sg elastycznosciami produkcji odpowiednio
wzgledem kapitatu i pracy.

Funkcja kosztow

W rozwazaniach dotyczacych przebiegu procesu produkcyjnego w skali pojedynczych
przedsigbiorstw lub calych gatezi duza role odgrywa model opisujacy prawidtowosci
ksztattowania si¢ kosztow wilasnych produkcji, zwany KROTKO MODELEM (FUNKCJA)
KOSZTOW PRODUKCII.

Poczatkowo prace badawcze w tej dziedzinie koncentrowaty sie na kwestii, w jaki sposdb
poziom kosztow wilasnych zalezy od rozmiaréw produkcji. W najprostszym przypadku, gdy
produkcja jest jednorodna, koszt catkowity K. mozna rozpatrywaé jako sume dwoch
sktadnikoéw, a mianowicie kosztu stalego « (niezaleznego od skali produkcji) oraz kosztu
zmiennego bedacego pewna funkcjg rozmiaréw produkcji V. Jezeli przyjmiemy, ze koszty
zmienne sg wprost proporcjonalne do rozmiaréw produkcji, to model ma postac:

Kc=a+p-V.

Poniewaz koszt jednostkowy, czyli koszt catkowity przypadajacy na jednostke produke;ji,
jest zwykle uwazany za bardziej adekwatny miernik ekonomicznych wynikéw pracy
przedsigbiorstwa, przeto czgsciej rozpatruje si¢ modele kosztéw jednostkowych. Przy
powyzszej, liniowej funkcji kosztow catkowitych koszt jednostkowy k wyraza si¢ wzorem:

1
k=a—+p.
T

Czgsto jednak nie same rozmiary produkcji okreslaja poziom kosztow 1 wtedy realistyczny
model matematyczno—ekonomiczny powinien bra¢ pod uwagg takze inne czynniki.

Przedstawione wyzej modele s3 jednoréwnaniowymi, bowiem zatozyliSmy produkcje
jednorodna. Gdy wytwarza si¢ wiele niezaleznych produktow, lub gdy oprocz produktu
zasadniczego uzyskuje si¢ takze produkty sprzezone wzglednie uboczne, wowczas model
kosztow powinien si¢ sktadac z tylu rownan ile jest produktow.

Problem liniowosci kosztéw catkowitych wzgledem rozmiaréw produkcji jest Zrodiem
ostrych sporéw. Chodzi o to, ze gdy koszty catkowite rosng liniowo, to koszty jednostkowe sg
monotonicznie malejaca (do f) funkcja wielko$ci produkeji, a wowczas kazde zwigkszenie
produkcji prowadzi do nizszych kosztow jednostkowych, a wiec jest ekonomicznie korzystne.
Przeciwnicy liniowosci funkcji kosztow calkowitych uwazaja, ze przyrost kosztow
catkowitych jest szybszy (niz liniowy) i Zze w konsekwencji zalezno$¢ kosztu jednostkowego k
od V jest taka, ze istnieje pewien poziom produkc;ji v, przy ktorym koszt jednostkowy osigga
poziom minimalny.
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